но 
ааа 


осо оиџНн 


. Сложена функција 

. Основни својства на функциите 
. Низи 

. Гранична вредност на функција 


. АСИМПТОТИ 


Поим за реална функција од една независна променлива 

Се воведува поимот за величина и се дефинираат независни и зависни 
величини. Во множеството на реалните броеви се дефинира функција 
од една реална променлива. 


ПОИМ ЗА РЕАЛНА ФУНКЦИЈА ОД ЕДНА НЕЗАВИСНА 
ПРОМЕНЛИВА 


Насекаде околу нас се случуваат разни промени и тие се сврзани со 
основниот поим големина. 


Под поимот големина се подразбира секој објект кој може да се 
измери и изрази преку број. 


При мерење на една иста големина во различно време и на различно 
место може да се добијат различни вредности. Може да се мери и уочи 
промената на температурата и притисокот на воздухот во зависност од 
времето, јачината на ветерот кој дува, брзината со која се движи некое 
возило или пешак и сл. Во математиката, на пример, се мери 
должината и радиусот на кружницата, плоштината на кружницата, 
должината на страната во квадратот и т.н. Постојат и големини кои 
секогаш имаат иста вредност како што се броевите п.е и други. Се 
забележува дека некои големини ја менуваат својата вредност и тие се 
нарекуваат променливи, додека оние кои секогаш имаат иста вредност 
се нарекуваат константи. Математичката анализа е област која ги 
изучува променливите големини. Постојат два вида променливи, 
едните се менуваат произволно, независно од други и се нарекуваат 
независни променливи, а вторите зависат од менувањето на некоја 
големина и се нарекуваат зависни променливи. На пример, 
плоштината на кружницата зависи од должината на нејзиниот радиус, 
плоштината на квадратот зависи од должината на стрната на квадратот 
и т.н. Плоштината на квадратот се пресметува по формулата Р -- аѓи 
за страната а се вели дека е независна променлива додека плоштината 
Р е зависна променлива, односно Р е функција од а и се запишува 

Р - ј(а) или Р -- Р(а). Следува дефиниција за функција: 


Дефиниција. 


Нека Г) и С" се две непразни бројни множества (О,С С ДА). Ако на 
секој елемент г с Г) по некој закон или правило / му одговара еден и 
само еден елемент чу С С" се вели дека е зададена функција Ј од 
множеството Г) во множеството С и се означува чу -- Ј(С) или 
Јр-С. 


Функцијата ј се нарекува реалана функција од една реална 
променлива бидејки вредностите и на независната променлива и на 
функцијата се реални вредности. 


Ехатр!е: 

ПРИМЕР 1. 

Дадена е функцијата (а) с- 
| 


у(0),и(1),у(С- 3),уС-- 4), | уС- 4). 


РЕШЕНИЕ. 
/0-ЕЗ| (3 | 
у(0) с- ОДЕ ИСР ЦЕ оо 


Ва 


. Да се пресметаат вредностите: 


Ехатр!е: 

ПРИМЕР 2. 

Дадени се функциите Д(Ф) -- г? -- Зхи д(г) -- 12 - 4Жх. Да се најдат 
сите корени на равнката (2) -- д(Ф). 

РЕШЕНИЕ: 

Со замена на изразите во равенството 

Ј(с) с- 9(г) 

се добива равенката 

аа -- Зи 12- 4х 

која по средување е квадратната равенка 


зара -- 12-00 
чии што корени се 


ол ВЕЧИИТ: НЕНЕШЕЧЈ 
АРЕС рани уран бо ао 
ОДНОСНО 
ХА) с- 4 
фо с- 9. 


Со функциите се поврзани следниве термини: 
Дефинициона област или домен за функцијата Ј( е множеството 77; 


Множество од вредности или кодомен на функциј ата е множеството 


С 


Функција е законот (правилото) Ј со кој множеството /) се 
пресликува во множеството С“; 


Независна променлива или аргумент е променливата 1; 


Зависна променлива или вредност на функцијата е променливата “у. 


Еднаквост на функции 


За две функции (2) и д() се вели дека се еднакви ако се исполнети 
следните три услови: 


1) Имаат еднакви дефинициони области (домени), т. е. Ј); -- 16 
2) Имаат еднакви вредности на функцијата (кодомени), те. Ст" -- Сто; 


3) Имаат еднакви вредност за ист аргумент, те. 
Јајо мк ес Ро Г)5. 


Ако не е исполенет било кој од наведените три услови за еднаквост, 
функциите не се еднакви. 


Ехатрје: 

ПРИМЕР 3. 

Дали се еднакви функциите 

пу Деј ај се ое 

бота Де Ш ик (еа 

в) в(а) с- ги Ка) с- а? 

РЕШЕНИЕ: 

а) Функциите ј(г) и д(2) се еднакви. 

б) Функциите 7(2) и К(с) не се еднакви бидејќи немаат еднакви 
дефинициони области, Ги, -- (--оо,0) Џ (0, -- оо) додека 

Ги -- (соо, -Е оо). 

в) Функциите з(г) и (2) не се еднакви бидејќи немаат еднакви 
вредности на функциите, С, -- (--оо, -Е оо) додека С" -- |0, -Е оо). 
Тие се еднакви само за г с (0, -Е оо). 


Моѓе: 

ЗАБЕЛЕШКА 

Во дефиницијата за функција се нагласи дека на секоја вредност на 
аргументот одговара една и само една вредност на функцијата. 
Ваквите функции се нарекуваат еднозначни. Постојат и повеќезначни 
функции кај кои за една вредност на аргументот се добива повеќе од 
една вредност на функцијата. Под поимот функција понатаму ќе 
подразбираме дека функцијата е еднозначна. 


Терминот “функција" за прв пат е воведен од Лајбниц (Је!рпи, 1640- 
1716), додека вообичаената ознака 1 (2) е воведена подоцна од Ојлер 
(Ешег, 1707-1783). 


За означување на функциите вообичаено се користат ознаките 
(У ЦЕЗЕТ ши Е(г),у зи ф(г),у ЊЕ ЦЕЗЕТ ее Ја) еј, то Ј(е), 


кои накратко се запишуваат и како 


Ј(г) ,Ег),Ф(г) ,у(т),Л(о),---„Га(о). 


Правоаголен Декартов координатен систем 
Се воведува правоаголен декартов координатен систем во рамнина 


ПРАВОАГОЛЕН ДЕКАРТОВ КООРДИНАТЕН СИСТЕМ 


Правоаголен Декартов координатен систем или накратко само 
правоголен координатен систем во рамнина се дефинира преку две 
бројни оски кои се меѓусебно нормални. Едната оска е хоризонтална и 
се нарекува апсциса или г -- оска, а втората оска која е нормална на 

г -- оската е ордината или “ -- оска. Пресекот на двете оски е во 
точката О која се нарекува координатен почеток. На оските се 
определува единечна точка 2, што значи дека ОК -- 1. Постојат 
координатни системи во кои оските не се меѓусебно нормални и 
зафаќаат произволен агол, а исто така и отсечките кои се земаат за 
единечни на двете оски може да се со различни должини. Понатаму, 
кога ќе зборуваме за координатен систем ќе се мисли на правоаголен 
координатен систем со еднакви единици на двете оски. Правоаголниот 
координатен систем се нарекува и Декартов во чест на францускиот 
математичар и филозоф Рене Декарт (Вепе Гезсагте5 (1596-165)) или 
Картезиев координатен систем изведен од латинското име на Декарт- 
Сате5115. 


Слика 1. 


Нека М е произволна точка од рамнината. Од точката М се спуштаат 
нормали до координатните оски и точките МЈ и М; се пресеци на тие 
нормали со координатните оски (Сл. 1). Бројот г -- ОМ) се нарекува 
апсциса на точката М а бројот у -- ОМ; е ордината на точката Ми се 
пишува М(г чу). Парот реални броеви (2 гу) е подреден и неговите 
компоненти се нарекуваат координати. Тоа значи дека г е првата 
координата (апсцисата) на точката Д/, а у е втората координата 
(ординатата). Према тоа на секоја точка Л/ од рамнината еднозначно и 
се определува подреден пар реални броеви (2 г) и обратно, на секој 
подреден пар реални броеви (2 у) му се придружува една и само една 
точка од рамнината И. Затоа секоја точка Л/ од рамнината се 
идентификува со нејзините координати (2 у) и со координатниот 


систем во рамнина се определува еден дводимензионален простор 
В2-БХВ. 


Координатните оски ја делат рамнината на четири дела кои се 
нарекуваат квадранти. Во квадрантите координатите на точките се со 
следните знаци: 


Г- квадрант: а -- 0усО 
П- квадрант: а с Од- 
Ш- квадрант: а с Одус 0 
ГУ - квадрант: 2 - Од 0. 


За сите точки од г -- оската ординатата е чу -- 0, а за сите точки од 1 -- 
оската вредноста на апсцисата г -- 0. Координатниот почеток е со 
координати О(0, О). 


Пример. 


Сите точки со исти ординати (џ -- а) лежат на права паралелна на 2 -- 
оската, додека точките со исти апсциси (2 -- 6) се паралелни со ѓу -- 
оската. Точките со исти вредности на апсцисата и ординатата лежат на 
симетралата на првиот и третиот квадрант, те. за нив важи “ -- 2 (Сл. 
2); 


Слика 2. 


Задавање на функција 
Се определуваат три начини на задавање (прикажување) на функција и 
тоа се аналитички, табеларен и графички начин. 


ЗАДАВАЊЕ НА ФУНКЦИЈА 


Функцијата може да биде зададена во аналитички, табеларен или 
графички облик. 


Аналитичкиот облик на задавање е кога функцијата е зададна со 
математички израз (формула) во кој се наведени математичките 
операции кои треба да се извршат над независно променливата 2: за да 
се добие вредноста на функцијата у. Понекогаш аналитичкиот израз 
дава поширока област на дефинираност на функцијата за разлика од 
истиот израз со кој се искажува некој природен закон или некоја 
примена. Таков е случајот на наведениот пример со квадратаната 
функција Р -- а? со која се пресметува плоштината на квадратот. 
Имено, при пресметување на плоштина, променливата мора да биде со 
позитивна вредност и дефиниционата област е множеството од 
позитивни реални броеви ПО - Њ"( бидејќи должината на страната на 
квадратот мора да има позитивна вредност), додека општата квадратна 
функција и -- г“ е дефинирана за секое Л, те. за оваа функција П -- Ќ. 


Вториот начин на задавање на функција е табеларениот облик кога се 
дадени вредностите на аргументот г и соодветните вредности на 
функцијата у во облик на табела. Ваквиот начин на задавање се 
користи во случаи кога се вршат мерења на вредностите на функцијата 
за конкретни вредности на независно променливата. На пример, во 
табелата 


У 


множеството П - 41, 2, 3, 0, -1, -2, а множеството С - 13, 5, 7, 1, -1, 
-Зуи тоа се шесте изолирани точки во рамнината А(1,3), В(2,5), С(3,7), 
О(0, 1), Е(-1,-1), ЕС2,-3). 


Третиот начин на задавање на функција е графичкиот начин кога 
функцијата е зададена со својот график, односно со едно континуирано 
множество на подредени двојки (2 гу) во рамнината хОу. 


Дефиниција. 


Множеството на подредени двојки "(е у) | сПрС Ку-- Ј(х)) во 
рамнината хОу се нарекува график на функцијата. 


Во најголем број случаи при задавање на функција, таа може да 
преминува од еден во друг облик. Секој начин на задавање има свои 
предности и недостатоци. Аналитичкиот начин е многу важен во 
математичката анализа и покрај тоа што овој облик не дава визуелна 
прегледност на фунцијата, која ја има табеларниот и графичкиот 
начин, но тој дава можност за проучување на својствата на функцијата 
како и составување на табела со пресметани вредности на фунцијата, а 
со тоа и определување на произволно множество од изолирани точки 
кои може да се нанесат во рамнината (тие се дел од графикот на 
функцијата) и да се поврзат во согласност со испитаните особини на 
функцијата. Знаејќи ја само табелата на конечен број изолирани точки 
од функцијата, може да се нацрта графикот на функцијата само ако таа 
е од елементарен вид, а тоа се функции за кои однапред се знае 
обликот на графикот. Во останатите случаи само со поврзување на 
точките од табелата може да се направи грешка во графичкото 
претставување на функцијата, бидејќи помеѓу две изолирани точки не 


се знае дали функцијата е дефинирана, дали има еден екстрем или 
повеќеи сл. 


Експлицитен и имплицитен облик на функција 
Според обликот на аналитичкиот израз на фунцијата, се дефинира 
експлицитен и имплицитен облик на функција. 


ЕКСПЛИЦИТЕН И ИМПЛИЦИТЕН ОБЛИК НА 
ФУНКЦИЈА 


Аналитички зададената функција се претставува со израз кој може да 
биде во експлицитен или имплицитен облик. 


Експлицитен облик 


Ако аналитичкиот израз е од обликот чу -- 1(2), израз во кој функцијата 
е одвоена од изразот со независно променлива големина, се вели дека 
функцијата е зададена во експлицитен или јавен облик. 


За експлицитните функции вредноста на функцијата гу може да се 
пресмета за секоја дефинирана вредност на аргументот 4: во согласност 


со формулата ј(Ж). 


Пример 1. 
Во експлицитен облик се зададени следните функции: 


сс ЗкмМа КА 


ечи ава |! ао (23 го 2х) па сте ГРА 


Имплицитен облик 
За функцијата се вели дека е зададена во имплицитен или нејавен 


облик ако таа не е одвоена од изразот со независно променливата 
големина и се запишува во облик Е(Ф,у) с- 0. 


Пример 2. 
Во имплицитен облик се зададени следните функции: 
2“и(а2 -- 2) с- аг3 -- 7,увте -- Шух с- г -- увшу „ку с аѓеХ. 


Секоја функција од експлицитен облик може да се напише во 
имплицитен облик, додека обратното секогаш не е можно. "Така на 
пример, имплицитната функција 


дету(а2-- 2) сад т 
може да се реши по чу и да се сведе во експлицитен облик 
ус Јор,(а3 7) - Јор,(а2 - 2) - г, 


додека другите имплицитни функции наведени во пример 2 не може да 
се доведат во експлицитен облик. 


Параметарски равенки на функција 
Се воведува поимот за параметарски облик на функција. 


ПАРАМЕТАРСКИ РАВЕНКИ НА ФУНКЦИЈА 


При проучувањето на некои проблеми од физиката и механиката, 
функцијата у -- Ј(2) задедена во експлицитен или Е(с,у) -- 0 во 
имплицитен облик не е погодна за проучување и затоа се воведува 
нова, трета помошна променлива ѓ преку која функцијата пооделно се 
разгледува на апсцисната и ординатната оска. Затоа функцијата се 
изразува преку нови равенки 


г -- ф(8) 
у сс Ф(8). 


Помошната променлива ќ во овие равенки се нарекува параметар, а 
вака зададената функција е во параметарски облик или со 
параметарски равенки. 


Со елиминирање на парамертарот ќ од параметарски зададената 
функција, доколку е можно, функцијата може да се доведе во 
експлицитен облик чу -- Ј (2) или имплицитен облик Е(2,у) с- 0, во кој 
директно се гледа зависноста на чу од 7. 


Задача 1. 
Во параметарски зададената функција 


Ф с- соо, 
у с- 526 


да се елиминира параметарот Ни 


Решение: 


Поаѓајќи од функцијата 

у с- 5124 

и со нејзино квадрирање 

уѓ -- (вик)? -- (2соваа)2 -- Асов2Е5јаЕ -- 4сов: (1 -- сов), 
и замена на 

ес СОви, 


се исклучува параметарот ќ, при што се добива имплицитната 
функција 


и 4Х(1- а). 


Задача 2. 
Да се провери дека со параметарските равенки 
2 -- 2 -Е беовку с- --3 - беше 


е зададена кружница. 


Решение: 


Равенката на кружницата ќе се определи доведуваки ги 
параметарските равенки во облик 


Ф -- 2 с- бео5ѓ 
у-Е 3 с- Беше 


и ако по квадрирање на двете равенки 


(2 - 2)2 -- 25сов?Е 
(у-- 3)2 -- 2581 


ги собереме се добива 

(е -- 2)2 (уч 3)2 -- 25(совѓЕ -- виа), 
односно 

(е -- 2)2  (у-- 3) -- 52, 


што претставува централна равенка на кружница со центар во точката 
5(2,-- 3) ирадиус т -- 5. 


Пример 1. 


Кривата што ја опишува точка од кружница со радиус а која се тркала 
по г --оската се нарекува циклоида (Сл. 2.3.) и е зададена со 
параметарските равенки 


1 со а(Е-- 8) 
ус а(1 - сов). 


Слика 2.3 Циклоида 


Пример 2. 


Равенката на кривата во правоаголни координати 
2 еј 2 

та уз аз 

се нарекува астроида и често пати се проучува и во параметарски 

облик преку нејзините параметарски равенки 

2 сс асов 


(Џ а5З. 


Слика 2.4 Астроида 


Графикот на астроидата (Сл. 2. 4) е крива која ја опишува точка од 
кружница со радиус а/4 која се тркала по внатрешната страна од 
кружница со радиус а. 


Сложена функција 
Се дефинира поимот за сложена функција 


СЛОЖЕНА ФУНКЦИЈА 


Дефиниција. 


Нека ПЈ,Е,С С Ња Јид се функции такви што Ј:О- КидЕ-; С. 
Функцијата А:Г) - С дефинирана со 


"А(г) с- 9д(Ј(е)), Че с 0" 


се нарекува сложена функција на функциите Ј и д или посредно зададена 
функција. 


Значи 


Сложена функција е функција чии што аргумент е функција. 


Ехатр/е: 

ПРИМЕР 1. 

Дадени се функциите у -- 21,2 -- Уа - 1,е -- а“. Да се изрази сложената 
функција у како функција од ќ. 

РЕШЕНИЕ: 


уссае со чУ(в 1) с (аќ 1). 


Ехатр/е: 
ПРИМЕР 2. 
Нека Ј(Ф) -- 53 - га ф(ф) -- зшах. Да се определат сложените функции 


Ј(Ј(е)), ЈСФ(е)) , ФЕд()). 


РЕШЕНИЕ: 
ДЈ(Р(е)) с: Г(ед - а) с (838 - а)8 - адреса - Зк ах - ко | а, 
Ј(Ф(х)) сс Ј(втх) -- ит ах -- атак -- аштах(вт“к -- 1) с- - ваадхсов“ ак 
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Ф(Ф(х)) -- Ф(вш2х) -- за (282). 


Основни својства на функциите 
Во овој модул се дефинираат основните својства на функциите како: 
дефинициона област, ограниченост, монотоност, периодичност на 


функција и инверзна функција. 


ОСНОВНИ СВОЈСТВА НА ФУНКЦИИТЕ 


Ќе ги наведеме основните својства (особини) на функциите. 


Дефинициона област на функција 


Дефиниција. 


Нека е зададена функцијата ј:Г - СТ,(П0,С С К). Множеството 
релани броеви 7/2 од кое аргументот на функцијата прима вредности се 
нарекува дефинициона област или домен на функцијата Ј и се 
означува со /); . Множеството С" е множество од вредности на 


функцијата / и се нарекува уште и кодомен. 


Кога ќе се каже дека функцијата чу -- Ј(С) е дефинирана (определена) 
за една вредност г: -- а, тоа значи дека постои ј (а) и таа вредност 
може да се определи. Ако функцијата е дефинирана за секоја вредност 
од интервалот (а„ф), за неа се вели дека е дефинирана на тој интервал. 
Дефиниционата област се определува во зависност од аналитичкиот 
израз со кој е зададена функцијата. Дефиниоционата област на 
функција може да биде множеството реални броеви или кеКое негово 
подмножество како интервал (отворен, затворен, полуотворен и 
полузатворен), унија од интервали или од изолирани точки. 


Ќе се прикажат дефиниционите области на некои карактеристични 
функции. 


" Дефинициона област на функцијата полином 


Ако функцијата ј (2) е зададена со полином, нејзината дефинициона 
област е целото множество В или Ј)ј -- (--оо, -Е оо). 


Ехатр!е: 

ПРИМЕР 1. 

Функциите 

ус сс Зке- Те Оу - Ба“ 4баб а3- 124 5 
се дефинирани за секој реален број и нивната дефициона област е 
ГВр вое ора еко Е 


“ Дефинициона област на функцијата парен корен 


Ако функцијата се наоѓа под парен корен, 


"ус Ј(е),(к е АХ), 


дефиниционата област се определува од неравенството Д((г) “ 0. 


Ехатр!е: 

ПРИМЕР 2. 

Функцијата чу -- 4/2 -- 1 е дефинирана за г -- 1 “0, односно г “ --1 
и се пишува ГЈ) -- |--1, - оо). 


Ехатр!е: 

ПРИМЕР 3. 

За да се определи дефиниционата област на функцијата 
ус мМа-1Е2МУ1 а маѓ 1, 


функцијата чу се запишува како сума од три функции 
еј неја 


каде 

Ју с Марс МЕ ас Ма 1 

и за секоја од овие помошни функции се определува дефиниционата 
област. 

За функцијата Ј1 -- ма -- 1 дефинициона област е /,, -- (1, -- оо); 
За функцијата Ј2 -- м1 -- а дефинициона област е /),, -- (--оо,1; 
За функцијата Д3 -- 22 -- 1 дефинициона област е 

Воро с (“09 дој; 

Заедничката дефинициона област ке биде пресекот на овие 
поединечни области 

Ве ода ија рот ШЕ 

што значи дека функцијата у -- а -- 12441 - а Ма? Те 
дефинирана само во точката 2 -- 1. 


" Дефинициона област на функцијата количник 


дефиниционата област се определува од условот д(2) :Е 0 и од 
дефинираноста на самите функции ји 9. 


Ехатр!е: 
ПРИМЕР 4. 
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За функцијата чу -- “5, дефиниционата област се определува од 


условот |г“ -- 1 ЗА 0, односно 4“ -А 1 или г 2 -Е1, што значи дека од 
множеството на реални броеви се отфрлаат двете точки г -- --Ли 
функцијата е дефинирана на три интервала 

е оо ПИ ИТ оа 


За вежба, погледајте ги долунаведените линкови: 


Решени примери-1 за определување на дефинициона област на 
едноставни алгебарски функции со користење на ознаки за множества. 


Решени примери-2 за определување на дефинициона област на 
алгебарски функции со користење на ознаки за интервали. 


Решени примери-3 за определување на дефинициона област на 
функции под квадратен корен. 


" Дефинициона област на логаритамска функција 


Дефиниционата област на логаритамската функција 
"реефиј(б)" 


се определува од неравенството ј (2) “ 0. 


Ехатр!е: 
ПРИМЕР 5. 


Дефиниционата област на функцијата 1 -- Ни ма ќе се определи 
од следните услови: 
Првиот услов ки “0 го определува логаритамската функција 
(дефинирана е само за позитивни вредности на аргументот); 


Вториот услов 9“ ај си “ О0е определен од дефинираноста на 


функцијата ани и корен. 
Првиот услов доведува до квадратното неравенство 5х -- Ж“ -. 0 коее 
точно за вредности на аргументот помеѓу корените на квадратната 


равенка 5х -- а“ -- 0и тоа е интервалот (0, 5). 


а и ет а 


Вториот услов Шш “" 0 е точен кога “" 1, односно 


Бх-- 42 5 4, Што и до квадратно тат 

-ааЕБх-- 4 0 кое е точно за вредности на г меѓу корените на 
соодветната квадратана равенка --а“ -- 5х -- 4 -- 0, односно тоа е 
интервалот (1, 4). 


Пресекот на интервалите добиени од двата услова ја определуваат 
дефиниционата област на функцијата и /; -- (0,5) п (1,4) -- (1,4). 


“ Дефинициона област на инверзна тригонометриска функција 
Дефиниционата област на инверзните тригонометриски функции 
у -- агевтј (2) 
и 
у -- агссовј (2) 
се определува од условот 


"асја)уса" 


Ехатр!е: 
ПРИМЕР 6. 
Дефиниционата област на функцијата 

Це АЈ Фета ОГОВЕ 8 

ќе се определи како пресек на дефиниционите области на секоја 
поединечна функција од сумарната функција. 

Првата функција ут -- 4/3 -- е дефинирана за г “- 3 или во 
интервалот (--оо,3). 

Втората функција 1/2 -- агсошт 


8--2Х 

5 
Ова продолжено неравенство не доведува до следните две 
неравенства: 
првото (лево) неравенство --1 с. 
ТА: 

8--2х 

второто (десно) неравенство “-; 
Заедничкиот интервал на овие две неравенства е интервалот (-1, 4|. 


8--аК 
е дефинирана за --1 “ “ос 1, 


3--2х 
5 


доведува до неравенството 


с 1 доведува дог “ --1. 


Дефиционата област на целата функција се определува како пресек на 
областите на дефинираност на двете сумарни функции, односно 
ру - (соо,3| п (1,4) - |-1,. 


За вежба: 


Решени примери-4 за определување на дефинициона област и 
вредности на функции со користење на ознаки за интервали. 


Ограниченост и неограниченост на функција 


Нека функцијата чу -- Ј(С) се разгледува на произволен интервал 7). 
Ако вредностите кои ги прима функцијата 1/, односно вредностите на 
кодоменот С" се конечни реални вредности, за у -- Ј (1) се вели дека е 
ограничена функција на интервалот 7). Ако пак вредностите на 4 се 
неограничени, за функцијата се вели дека е неограничена на 
интервалот 7). 


Дефиниција. 


Функцијата е ограничена на интервалот 7/7, ако | М с Њ такво да 
важи | Ј(с) | МУ с ГП). 


Нули на функција 


Нека е зададена функцијата у -- Ј (2). 


Дефиниција. 


Вредностите на независно променливата г за кои Ј() -- 0 се 
нарекуваат нули на функцијата. 


Нулите на функцијата се точки на пресек на графикот на функцијата со 
г --оската. 


Вредноста на функцијата у која се добива кога аргументит з: -- Ое 
пресечна точка на графикот со гу --оската. 


Еднозначна функција може да има повеке пресечни точки со г: -- 
оската, а само една пресечна точка со “/ --оската. 


За вежба: 


Решени примери-5 


Монотоност на функција 


Дефиниција. 


За функцијата Ј (2) која е дефинирана на интервалот (а,б) се вели дека 
е монотоно растечка функција на тој интервал ако УЛ1,22 С (а,б) 
важи 


"а сс да ст Ј(ат) с Ј(Ф2)." 
Функцијата е монотоно опаѓачка ако важи 
"аа сс да се Ј(ат) г Ј(Ф2)." 


Ако во дефиницијата за монотоно растечка функција знакот за 
стриктно неравенство Ј (12) “ Ј(“1) се замени со ј (22) “ Ј(21), 
функцијата се нарекува монотоно неопаѓачка, и анлогно се дефинира 
и монотоно нерастечка функција. 


Парност и непарност на функција 


Ако дефиниционата област Г) С Ќ на функцијата Ј е таква што од 
(с е ГО) -- (са с Г), дефиниционата област се нарекува 
симетрична. 


Дефиниција. 


Функцијата Ј() се нарекува парна функција ако важи равенството 
" ЈС-а) -- Ј(е),Ух е Р.)." 


Парните функции имаат симетрична дефинициона област и нивниот 
график е осно симетричен, при што оска на симетрија е у --оската. 


Дефиниција. 


Функцијата Ј(С) се нарекува непарна ако важи равенството 
" ЈС-а) -- -Ј(е),(Ут е П,)." 


Исто така и непарните функции имаат симетрична дефинициона 
област и нивниот график е симетричен, но симетријата е централна 
при што центарот на симетрија е координатниот почеток. 


Постојат и функции кои не се ни парни ни непарни. За таквите 
функции не постои никаква симетрија на графикот и на 
дефиниционата област. 


Ехатр!е: 
ПРИМЕР 7. 


Да се испита парноста или непарноста на функциите: 


фе А- сове 
а) Кој Ги т4-5 


б)у-- 13 -- 2х ши. 


РЕШЕНИЕ: 
За функцијата под а) се добива 
3(--а)2-4 да ха 14 сове 
иа) - СВ нСа) „- Зацсов - и(а) 


што значи дека таа е парна функција. 

За функцијата под б) се добива 

(сет се (0) е (ај еријс сее со СЕ ОжЕ сс ВИП 
(ед - дк рата) -- --Ј(а) 

и таа е непарна функција. 


Моѓе: 

Забелешка. 

Имајќи ја во предвид симетричноста на парните и непарните 
функции, тие може да се испитуваат само за г - 0. 


Периодичност на функција 


Дефиниција. 


Функцијата у -- Ј (2) се нарекува периодична со период 7 ако е точно 
равенството 


"Ј(е ЕП) -- Ј(е)." 


Периодичноста на функција означува дека графикот од еден основен 
интервал со должина 7 се повторува и лево и десно од наведениот 
интервал во истиот облик како во основниот интервал. Од 
дефиницијата за периодичност следува дека и 


"Јеит) - Да)" 


при што Ќе цел број. Во изучување на периодичните функции доволно 
е да се проучи функцијата само во интервалот 0 “. 2 с: Г, а потоа сите 
нејзини вредности се транслатираат на лево и десно за наведениот 
период во целата дефинициона област. 


Тригонометриските функции се периодични. Функциите 511: и со5г: се 
со период 7 -- 2л , додека за функциите ќрх и скех периодот "Г -- 7. 


Ехатр!е: 

ПРИМЕР 8. 

Функцијата у -- 5аа3Зх има период кој се определува од равенството 
ет - ГТ) -- вшах 

или 

ВЕ ССеТ рез рес Ки (Кое ОЕЕО мој 

од каде се следува дека 3Т -- 2Кл, а период е најмалиот позитивен 
број Г кој се добива за КЌ -- 1, односно 

Тот. 


Инверзна функција 


Нека со функцијата Ј е определено обратноеднозначно пресликување 
од Г) во С кое се означува со Ј:Г - С". Тогаш му с С" одговара 
единствено 2 такво што чу -- Ј (2). Кореспонденцијата га: го 
дефинира пресликувањето С! -- ЈГукое се нарекува инверзно 
пресликување на ( или инверзна функција и се означува сој “. 


Притоа важи 


"ЈО Е(д)) с- уза (му с С)" 


" беа ој ТЕ: " 


Инверзните функции у -- Ј(е)иу:-- ј  “(г) се симетрични во однос 
на правата у -- 2 (симетралата на првиот и третиот квадрант). Оваа 
особина се користи за скицирање на графикот на функцијата Ѓ "(г) 
ако се знае графикот на функцијата Ј ()и обратно. 


Ефективно, за да се определи инверзна функција за дадена функција 
у -- Ј(с) потребно е од дадената функција променливата 2: да се 
изрази преку чу и потоа г и гу да си ги заменат местата. 


Ехатр!е: 

ПРИМЕР 9. 

За функцијата чу -- 2х -- 5 инверзната функција се определува кога 
равенката се решава по г и се добива 2 -- ни „ а потоа променливите 


си ги заменуваат местата и инверзната функција е у -- то : 


Графикот на овие функции е прикажан на сликата подолу. 


Низи 
Во овој модул се воведува поимот за низа, точка на натрупување и 
граница на низа. Се наведуваат и некои особини на низите. 


НИЗИ 


Конечна низа од реални броеви се нарекува секое множество 
а1,а2,а3,.-. ад, Каде а;(4 -- 1,2,3,....,п) се реални броеви, односно 
секое еднозначно пресликување на подмножество од природни броеви 
1,2,3, ....п во множество на реални броеви. Конечната низа се 
означува со Гај 1. 


Бесконечното множество од реални броеви а1,а2,а3,..-,0д,.-- Се 
нарекува бесконечна низа или само низа и се означува со ај. 
Оваа низа се добива како резултат на пресликување од множеството 
природни броеви во множеството реални броеви. 


Без оглед на тоа дали се конечни или бесконечни, низите се 
определуваат како вредности на функции на кои дефиниционата област 
им е множеството природни броеви. Реалните броеви а1,а2,а3,..-,ад,--- 
се нарекуваат членови на низата и за нив се користи иста ознака, 
буквата а, а се разликуваат само по својот индекс со кој наполно се 
определува членот на низата. 


Низата може да се зададе со општиот член а„ или со набројување на 
неколку нејзини членови. 


Ехатр!е: 

ПРИМЕР 1. 

Аритметичката прогресија 

ата е баз - 24,...,аз -Е пд,... 

е пример на бесконечна низа со општ член а, -- а -Е (п -- 1)а. 


Ехатр!е: 

ПРИМЕР 2. 
Геометриската прогресија 
орада АА“ дес а ен 

е исто така пример за бесконечна низа со општ член а -- а1д“ ". 


Ехатрје: 
ПРИМЕР 3. 
Задавење на низа преку општиот член од низата: 


1 бла РА 
Со општиот член а„ -- -- се дефинира низата 1,5, 3,1,“ 
додека со 0, -- ни, се дефинира низата - ЕНЕ ... 


Ехатрје: 
ПРИМЕР 4. 


Обратна постапка, од неколку зададени почетни членови на низата 
1 а 4 

Брена ое ПО ЧЕ АС ВИ 

се определува еден можен облик на општиот член на низата 


а (Са 


Точка на натрупување на низа 


Дефиниција. 


Точката 6 се нарекува точка на натрупување на низата 
81,02,03,...,а8р,... аКО за произволно е “-- 0 во секој интервал 
(р -- г,ф -- г) се наоѓаат бесконечно многу членови од низата. 


Една низа може да има една или повеќе точки на натрупување. 


Ехатр!е: 
ПРИМЕР 5. 


Низата а, с- 1 


п 
бидејќи во произволна околина на точката О има бесконечно многу 
членови на низата. 


има една точка на натрупување и тоа е точката 0, 


Ехатр!е: 
ПРИМЕР 6. 
Низата а -- (--1)7“1-л-- има две точки на натрупување: Ти -1. 


Членовите од оваа низа со непарни индекси се натрупуваат околу 
точката 1, додека членовите со парни индекси се натрупуваат околу 
точката -1. 


Гранична вредност на низа 


Дефиниција. 


Бројот а се нарекува гранична вредност на низата а1 ,82,03,-.-,д8д,--- 
или само граница ако на секој број е “. О му одговара природен број 
то таков што за секое т. -- по важи | ав -- а | е и се запишува 


аа, аилиар, -уа,т -у оо 

Ф--?ОО 

и се чита: низата Та; | тежи или конвергира кон бројот а кога т, тежи 
КОН ОО. 


Дефиницијата за граница на низа укажува дека каков и да е радиусот 
е "0 на околината на граничната вредност а, во интервалот 

(а -- е,а -- е) ќе има бесконечно многу членови од низата, односно 
сите членови со индекс т “то. Природниот број по се определува во 
зависност од радиусот Е. 


Ехатр!е: 
ПРИМЕР 7. 
за низата а„ с- - бројот 0 е нејзина гранична вредност и ако се 


избере е -- и тогаш од неравенството 
! 1 
Као 
ќе следува -- с- че ИЛИ п“10, односно то -- 10. Тоа значи дека во 
околина на точката 0 во радиус е -- -- се наоѓаат членовите 


а11,812,а13,--., Додека надвор од интервалот ќе се наоѓаат само 
конечен број на членови и тоа а1,82,---,010- 


Точката на натрупување не може да се поистовети со граничната 
вредност на низата, бидејќи надвор од г -- околината на граничната 
точка има конечно многу членови на низата, што немора да важи за 
точката на натрупување. Ако низата има една точка на натрупување, 
таа е и нејзина гранична вредност, а ако низата има повеќе од една 
точка на натрупување, тогаш низата нема гранична вредност. 


Низите чија гранична вредност е конечен реален број се нарекуваат 
конвергентни. Постојат и дивергентни низи, а тоа се низи чија 
гранична вредност е --оо или -роо. 


Некои особини за низите 

Ако за членовите на низата а1,82,03,-..а,... важат неравенствата 
ај СС до ср аз со. сад Со дДдуа СО 

низата се нарекува растечка, а ако важи 

а Од Фа ци Мир от Ми ла 


низата е опаѓачка. 


Ако се воведе ознаката Лад -- ад -- ад, низата е растечка ако 
Да. " Ои опаѓачка ако Ла, с 0. 


И растечките и опаѓачките низи се нарекувааат монотони низи, па 
постојат монотоно растечки и монотоно опаѓачки низи. Низата за која 


ај сада саз со соби Со бда Сонен 

се нарекува монотоно неопаѓачка, додека низата за која 
ага га гига даа 

е монотоно нерастечка. 


За неопаѓачите низи важи Да, г 0, додека за нерастечките Ла, с. 0. 


Ехатр!е: 

ПРИМЕР 8. 

а) Низата (2а/(п--1)ри с- 11,4/8,6/4,8/5,...| е растечка; 
б) Низата 11/14, сс 11,1/2,1/8,1/4,...) е опаѓачка. 


Ограниченост на низа 
Дефиниција. 
ОО . 
Низата ќа), е ограничена ако постојат броеви т,М с Ќ такви што 


т са с М,а с ДЛ). 


Дефиниција. 


ОО . . 
Низата Гај), е неограничена ако за секој позитивен број М -. 0 
постои природен број т таков да | а„ |. М. 


Низата може да биде и: 


" неограничена од лево и ограничена од десно ако 
-оо са, С Ме Х); 

" ограничена од лево и неограничена од десно ако 
т с ас оо,(Е с М); 

" неограничена и од лево и од десно ако --оо -- а,с--оо,(4 с ДЛ). 


Ехатр!е: 

ПРИМЕР 9. 

а) Низата 11/п- с- 11,1/2,1/8,1/4,...| е ограничена бидејки 

део јдис 

б) Низата Гиѓ/(п.-- 1), -- 41/2,4/3,9/4,16/5,... | е неограничена од 
десно. 


За низите важат следните тврдења: 


" Сите монотони и ограничени низи се конвергентни. 

: Една низа може да биде конвергентна, а да не биде монотона. 
" Секоја конвергентна низа е ограничена, а обратното не важи. 
г Секоја огранична низа има барем една точка на натрупување. 


Ако постојат границите на низите Џи а„ -- аи На 0, -- 6, тогаш: 
т--?ОО т--?ОО 


Шт (ка) -- Ши а, -- ка,(К -- соп5ќ) 
1-00 т--?ОО 


Шт (а„ Ебола) Шаа, ЕЕ Ка, 
Пу 0О Пи 0О Пи ОО 


Шт (а„б,) - Шаа,- Ка 0, 
Т--?0О Ф--?О0О т--?0О 


Бит 
Ши рес ар, „Ср зА): 


1-00 


Бројот е 


Бројот е се добива како гранична вредност на низата со општ член 
1 т 
8. (1 -- сс) „ ОДНОСНО 


"е- Ца (1 ГТ)“ 


1-00 


при што е -- 2,718281828459045... е ирационален број и тој нема 
конечен децимален запис. 


Вредностите на неколку први членови од оваа низа се: 


часа 


Не докажувајќи, се забележува дека оваа низа е монотоно растечка и 
ограничена, што значи дека е конвергнетна. 


Бројот е е база на природниот логаритам и број кој се појавува во 
многу природни процеси. 


Гранична вредност на функција 

Се дефинира поимот за гранична вредност на функција или накратко 
само граница на функција. Се дефинира лева и десна граница и 
бесконечно големи и бесконечно мали величини како и начини за 
нивно споредување и оценување на нивната големина. 


ГРАНИЧНА ВРЕДНОСТ НА ФУНКЦИЈА 


Нека функцијата чу -- Ј(С) е дефинирана во околина на точката г -- а, 
без да се бара функцијата 1 (2) да е дефинирана во точката а. 


Дефиниција. 


Бројот А се нарекува гранична вредност на функцијата 1 (2) кога 2 
тежи кон бројот а ако на секој број е “. О му одговара број д -: 0 таков 
што | Ј(е) - А | секога| фр -- а |с би се пишува Шо ј(г) с- ДА. 


Постоењето на граничната вредност 4 не означува дека вредноста на 
функцијата во точката а мора да е еднаква на бројот А, бидејќи 
функцијата не мора да е да е дефинирана во таа точка. 


Од дефиницијата за гранична вредност следува дека за секоја е- 
околина на точката А ќе постои д-околина на точката а таква што со 
функцијата Ј целата д-околина на точката а се пресликува во е- 
околина на точката А. 


Граничната вредност накратко се нарекува граница на функцијата. 


За функција се дефинираат еднострани граници преку лева и десна 
граница. 


Дефиниција. 


Граничната вредност 


Шт ј(е) с Ај 


И ан е Ма 
се нарекува лева граница на функција Ј(С), а 


Цт ј(Ф) с Аз 


аат 


е десна граница. 


Десната граница на функцијата е вредноста која се добива кога 2: тежи 
кон а од десно (преку поголемите вредности од а), а левата граница се 
добива кога 2: тежи кон а од лево (преку помалите од а). 


Ако левата и десната граница во една точка се различни, функцијата 
нема граница во таа точка, а ако пак тие се еднакви, т. е. А -- Ај -- А2, 
тогаш функцијата Јј (2) има граница и 


А -- Шој(е) -- шт Ј(а) -- Ши Ј(а). 


Често пати, постоењето на едната од едностраните граници не мора да 
значи дека ќе постои и другата еднострана граница. 


Ехатр!е: 
ПРИМЕР 1. 


Нека е дадена функцијата Ј (2) -- 4/2 -- г. Нејзината дефинициона 
област е Ј); -- (--оо,2) и границата на функцијата е 


Шам2-- ас м2 --а,заа се (с-оо,2). 


Са 


Иако функцијата 4/2 -- г е дефинирана во точката 2: -- 2, таа ќе нема 
граница во таа точка бидејќи нема десна граница. Навистина, 
левата граница на функцијата е 


шта 2-0, 


Ф-уд- 
додека десната граница 


Шт 4/2 -- г не постои, 


Ф-у2Т 


бидејќи за г -. 2 функцијата 4/2 -- г не е дефинирана, затоа и 
границата Во м2 -- а не постои. 
рана 


Границата на функцијата не мора да биде конечен број. 


Дефиниција. 
Граничната вредност е бесконечна и се пишува 


Шт ј (С)---роо 


-а 


ако за секој позитивен број М (доволно голем) постои позитивен број д 
така што 


| Ј(е) Се Мкога | а - а |с б. 


При тоа, кога ј(г) -. М важи Шт Ј(г)---оо, додека за ј(с) с -М 


важи Шо ј(г) с- оо. 


Симболите за бесконечност -соо, -- со не се реални вредности и тие 
само означуваат одредено поведение на функцијта. Кога вредностите 
на функцијата постојано растат, но не надминуваат некој конечен број 
М, тогаш функцијата за граница го има бројот ДЛ или некој помал 
број. Ако таков конечен број ДМ не постои, тогаш функцијата станува 
бесконечна и во тој случај границата не постои. 


Можни се повеќе случаи на кога функцијата нема граница: 


Случај 1: Функција со различни конечни граници 


Ако левата и десната граница на функцијата во точката а се конечни и 
различни (Сл. 1), функцијата нема граница во точката а. 


Слика 1. 


Случај 2: Функција со бесконечни граници 


а) Ако двете еднострани граници во точката а тежат кон плус 
бесконечност (Сл. 2), функцијата нема граница во точката а; 


Е 


Слика 2. 


б) Ако двете еднострани граници во точката а тежат кон минус 
бесконечност (Сл. 3), функцијата нема граница во точката а; 


1 


Слика 3. 


в) Ако двете еднострани граници во точката а тежат кон бесконечност, 
но левата бесконечност е позитивна а десната е негативна (Сл. 4), 
функцијата нема граница во точката а; 


/ 
Ѓ 


Слика 4. 


г) Ако двете еднострани граници во точката а тежат кон бесконечност, 
но левата е негативна бесконечност а десната е позитивна (Сл. 5), 
функцијата нема граница во точката а; 


т 


Слика 5. 


Случај 3: Функција со конечна и бесконечна граница 


Ако во точката а едната еднострана граница е конечна, а другата 
бесконечна (на пример како на Сл 6. левата граница е конечна а 
десната бесконечна), функцијата ќе нема граница во точката а. 


Слика 6. 


Особини на граничните вредности 


За граничните вредности на функците важат аналогни правила како за 
граничните вредности на низите. Така, ако Шај(е) -- Аи 
Фа 


Шо д(Ф) - В, тогаш: 


Шаке(а) с- Кит ј (е) с- КА,(Е-- соп); 


ска 


И Ј(Ф) сЕд(ф)) с- Нај (ф) ск Шо д(Ф) ССА СЕ Ри 


Са ха 

ша (Ј(а)д(г)) -- шај(а) - Над(в) -- А- В; 
ТО, ЧЕ 

тада) ат д(с) На ЦР 0). 


Некои поважни граници 


Без да се докажат, ќе наведеме некои поважни граници на функции кои 
се користат во задачите за определување на граница на функција: 

Ши ае 1 

2-0 


Ф-0 

Ши“ Са. 
Ф--0 

Ехатр!е: 


ПРИМЕР 2. 


а) Ба (2 -- Зх 4) 22 -б-4-2. 
На (2--Зх-4) 


И КЕ СЛИВИ СЕ сеа АТ 
б) ини ЗА Код 8 “! 
Са . г-3 а семи 
8) Шо зара 15 с Шо (2--3)(2--5) Ши ера ШЕ 


За пресметување на граница на функција која е количник од полиноми 
и кога аргументот тежи кон оо се дели со највисоката степен на 
полиномот и се користи границата Ши . кол: 

Ф--?ОО 


Ехатр!е: 
ПРИМЕР 3. 
3 а оа ЕЕ 
а) Ца ЗЧЗк -- ја 5 јиа ја сс 
т-тоо ФТ ао а РО ао СЕ 
Окт оо наш Ѓа 
Ша ее со Ша ра Ца ск“ с 
4 УОО На Жг-Е2 т-убо а ен За 4-00 4/адке 12 
б) ШЕ? СА4 но 
| ес 
Шо ТЕ ; ФЕ ет 1 
4 п 
4-20 оа Бата 
Ехатр!е: 
ПРИМЕР 4. 
. Хи да 
Да се пресмета границата Ши -Т. 
2-50 ња 
РЕШЕНИЕ: 


Оваа граница е неопределеност 5 и за да се одлободиме од неа, 


множиме и делиме со изразот 4/1 -Е а --1 ЕС О кога а -- О. 
Затоа границата ќе биде 


аа 1 УТуа2- 1, мада 


т-0 ша т-0 ќа мада 
: Та 1 : 2 
Ши --тет- с Шара с- 
ФО а(ИТрад) СС Дг-0 (И а2 1) 
сој 


Иран ен 
ф-0 Тан 2 


Споредување на функциите 


Вредностите на различни функции во околина на дадена точка може да 
се споредуваат по големина и кога тоа не е очигледно, а споредувањето 
се врши преку нивниот количник. 


Функцијата се нарекува бесконечно мала величина или 
инфинитезимала кога Ж - а ако нејзина гранична вредност е нула. 


Нека се дадени две бесконечно мали величини ј(г) и д() за кои 
Шај(Ф) - Ои Шад(е) -- 0. Овие бесконечно мали величини може да 
ра аа 


се споредат по големина во околина на точката 2 -- а преку граничната 
вредност на нивниот количник и притоа ако: 


. НИ 
Ако Ма Јо -- 0, за Ј(2) се вели дека е бесконечно мала величина 
Ха 


од повисок ред во однос на бесконечно малата величина д9(2) кога 

Ера; 

Ако Шо ХЕ) -- оо, за ј(г) се вели дека е бесконечно мала величина 
Са 


9(г) 
од понизок ред во однос на бесконечно малата величина д(2) кога 
та 
Ако Мт “гу -- СОп5 ѓЕ 0, за Ј(с) и д(г) се вели дека се бесконечно 
еа 
мали величини од ист ред. Ако соп5б -- 1, бесконечно малите 
величини се еквивалентни. 


Со аналогна постапка може е да се споредуваат и бесконечно големите 
величини. 


Функцијата се нарекува бесконечно голема величина кога Ж -- а ако 
има бесконечна граница. 


Бесконечно големите величини ј(г) и д() за кои Што Ја) сеоои 
оа 

Цт Ј(г) -- оо може да се споредат по големина ако се пресмета 

Фа 


границата оД НИВНИОТ КОЛИЧНИК. Притоа: 


. НИ 
Ако јо Је) с- оо, за Ј() се вели дека е бесконечно голема 
а 
величина од повисок ред во однос на бесконечно големата величина 
д(с)когат -а; 
. НИ 
Ако цо ЈЕ) -- 0, за Ј(2) се вели дека е бесконечно голема величина 
е-а 
од понизок ред во однос на бесконечно големата величина д(2:) кога 
та 


. НИ 
Ако Ши Јо) с- соп5Е -А 0, за Ј(г) и д() се вели дека се бесконечно 
ала 
големи од ист ред. Ако сопзќ -- 1, бесконечно големите величини се 


еквивалентни кога 7 -? а. 


Непрекинатост на функција 
Непрекинатите функции се многу важна класа функции. Се дефинира 
кога функција е непрекината, а кога таа е прекината. 


НЕПРЕКИНАТОСТ НА ФУНКЦИЈА 


Дефиниција. 


Функцијата у -- Ј (2) е непрекината во точката г -- а ако се 
исполнети следните три услови: 


19 (с) е дефинирана во точката г -- а, 


20 постои Ко ј(г) “ А, 


04: 
зии ја) Ја) А 
Од дефиницијата за непрекинатост на функција следува дека 
функцијата Ј (2) е непрекината во точката г -- а ако е дефинирана во 
таа точка, ако постои гранична вредност во таа точка и ако таа граница 
е еднаква со вредноста на функцијата во истата точка. Обратното не 
мора да важи, бидејки функцијата може да има граница во точката 
г -- а, а да нее дефинирана во истата точка. 


Затоа функцијата (2) ќе биде прекината во точката г -- а ако еден 
или повеќе услови од дефиницијата за непрекинатост не се исполнети. 


Пример 1. 


За која вредност на константата а функцијата ј (2) с- ј Ќ 
3 -- ак“, - 1, 


ќе биде непрекината? 


РЕШЕНИЕ: 


Функцијата ј() е составена од полиномни функции за кои нема 
ограничување во дефиниционата област и како такви се непрекинати 
во интервалите на кои се зададени, а единствено треба да се провери 
граничната точка која ги дели интервалите на нивното дефинирање. 
Првата функција е дефинирана и непрекината на интервалот г -. 1, а 
втората на г - 1 и затоа единствено треба да се провери граничната 
точка меѓу овие интервали г -- 1. 


Се пресметува вредноста на функцијата во оваа точка 
ТОТО) сер 4) ес Е БА 2, 


а за пресметување на границата во оваа точка користиме еднострани 
граници, бидејќи за помали и поголеми вредности од г -- 1 функциите 
се различно дефинирани. 


Се пресметува левата граница 


Цт ј(е) - Ца (е Н 1) 5 2; 
1 


Ф--1- 
додека десната граница е 


Е ЕЕ Ш 2 ни ки 
аа Ј(а) - Ха (3 ах) --3-а. 


Од дефиницијата за непрекинатост, за да функцијата биде непрекината 
во точка потребно е во таа точка да има граница која е еднаква со 
вредноста на функцијата во точката. Во овој пример вредноста на 
функцијата е еднаква со левата граница, а останува уште таа вредност 
да е еднаква и на десната граница. 


Овој услов го дава равенството 
де СРЦЕ, 
што значи дека вредноста на константата треба да биде 


а -- 1 за да функцијата Ј () биде непрекината. 


Неколку видови на непрекинатост на функција ќе се прикажат низ 
примери. 


Пример 2. 


1 е прекината во точката г: -- 0 бидејќи Ј (0) не 


постои (0 ѓ Ј;) и едностраните граници се бесконечни: 


Функцијата ј (2) -- 


то ано е Лојане 

Вас брсНоо, 
Аа, парира 

Ца чу со соо 


Оваа функција (Сл.1) е непрекината во сите точки освен во г -- Ои се 
вели дека во неа има бесконечен прекин. Графикот на функцијата има 
„скок“ во таа таа точка, односно вредностите на функцијата добиени 
лево од точката на прекин скокаат до вредностите десно од точката на 
прекин. 


Слика 1 График на функцијата 1 (2) -- 1 


Пример 3. 


Функцијата ј(2) -- го) е прекината во точката г -- 3, бидејќи (3) 


; 2. 
не е постои, додека Ша “ 5 е; 
1-8 ФО 


Овој вид прекин може да отстрани преку редефинирање на функцијата 
со 
Едиабоп: 


9 
Нејсод не ВО СО 
ба; 


2. 
“и д(Ф) -- а -- 3 се идентични освен во точката 


г -- 3 во која за функцијата Ј (2) -- со се формира “дупка" (јама) 


(Сл. 2). 


Функциите ј (2) с- 


Моѓе: 

ЗАБЕЛЕШКА 

Прекинот во точката г -- О од Пример 2 не може да се отстрани од 
причина што во таа точка не постои граница, левата и десната граница 
се различни. 


Пример 4. 


: На ЕБИ и ВР | 
Функцијата ј(2) -- е дефинирана во точката г -- 1, 
Неа ВЕ ЧИИИ | 
ј() с- 2, но има различни еднострани граници во неа: 


Едианоп: 


Ца Ј(2) с 2, 
Шт ј(е) С 1, 


и затоа функцијата е прекината во точката г -- 1. 


ОСОБИНИ НА НЕПРЕКИНАТИТЕ ФУНКЦИИ 


Непрекинатите функции се многу важна класа функции. За нив важат 
следните особини: 


е" Дко функциите (2) и д(г) се непрекинати во точката г -- а, 


тогаш и функциите Ј(а) ЧЕ д(г),Ј(е) - дв), гу (д(а) ѓа 0) се 


исто така непрекинати функции во истата точка. 

“ Ако функцијата е непрекината во сите точки од еден интервал, 
тогаш таа е непрекината на целиот интервал. 

: За да непрекината функција премине од една своја вредност во 
друга, таа мора да ги прими сите вредности меѓу овие две 
вредности. 

“ Ако непрекината функција во околина на дадена точка има 
вредност различна од нула, тогаш околу таа точка ќе постои 
интервал во кој функцијта има ист знак со вредноста на 
функцијата. 

" Ако на краевите од еден интервал функцијата има вредности 
различни по знак, тогаш ќе постои барем една точка од 
внатрешноста на интервалот во која функцијата ќе има вредност 
нула. 


Непрекинатоста кај елементарните функции е следна: полиномот е 
непрекината функција за секоја реална вредност на аргументот, 
дробнорационалните функции се непрекинати во сите точки освен во 
нулите на именителот во кои точки функцијата не е дефинирана. 
Експоненцијалната функција е непрекината за секоја вредност на 
аргументот. Логаритамската функција е непрекината за сите позитивни 
вредности на аргументот. Тригонометриските функции 

у -- ша у с- сов се непрекинати за секоја реална вредност на 
аргументот, функцијата џ/ -- (ете непрекината за сите г 4 (2К-- 1)“, 
додека чу -- сера: е непрекината за г :"Е Кл,(К-- 0,-Е1, К2,...). 


Инверзните тригонометриски функции чу -- агсета,у с- агссозгтсе 
непрекинати на интервалот |-1, 1), додека у -- агскеа,у -- агсскоег се 
непрекинати за секоја реална вредност на аргументот. 


Асимптоти 
Се дефинира поимот за асимптота и се дефинираат три вида 
асимптоти: вертикална, хоризонтална и коса асимптота. 


АСИМПТОТИ 


Ако една крива линија која се продолжува во бесконечност се повеќе 
се доближува до некоја права линија, те. растојанието на точките од 
кривата до правата тежи кон нула, правата се нарекува асимптота. 


Една функција може да има три вида на асимптоти и тоа: вертикални, 
хоризонтални и коси. 


Верикална асимптота 


Правата г -- а е вертикална асимптота за функцијата чу -- (2) ако 
важи некој од случаите: 


Едиабоп: 
еа) 00 
Пи Се 00 
Јо) Ко 
Ја ЈЃе) ет Сацо 


г Вертиклните асимптоти се вертикални прави кон кои графикот на 
функцијата бесконечно се доближува. 

" Графикот на функцијата и верикалната асимптота не може да 
имаат заеднички точки. 

" Дко функцијата е дробнорационална, вертикални асимптоти се 
вредностите на независната променлива за кои именителот е 
еднаков на нула. 


“ Функција може да има повеке вертикални асимптоти и тоа се 
точки во кои функцијта е прекината. 


Решени примери 1 на дробнорационални функции со вертикални 
асимптоти. 


Хоризонтална асимптота 
Правата у -- 6 е хоризонтална асимптота за функцијата у -- Ј (2) ако 


Ши ј(с) с- фб или „Ши Ј(а) аа б, 


4-00 


г Хоризонталаната асимптота е хоризонтална права кон која 
графикот на функцијата бесконечно се доближува за бесконечни 
вредности на независната променлива. 

" Дко функцијата е дробнорационална и ако полиномите во 
именителот и броителот се со исти степени, коефициентот 5 на 
хоризонталната асимптота е еднаков на количникот од 
коефициентитите пред највисоката степен од броителот и 
именителот. 

г Ако во дробнорационалната функција степенот во именителот е 
поголем од оној во броителот, хоризонтална асимптота ќе биде 
2 --оската. 

" Ако во дробнорационалната функција степенот во броителот е 
попоголем од оној во именителот, функцијата нема хоризонтална 
асимптота. 

г Графикот на функцијата може да има пресек со хоризонталната 
асимптота, но само во конечен број на точки. 


Решени примери 2 на дробнорационални функции со хоризонтална 
асимптота. 


Коса асимптота 


Коса асимптота е права од обликот у -- Кх -Е т за која растојанието до 
функција у -- Ј(с) е бесконечно мало кога аргументот се стреми кон 
некоја од бесконечностите т.е. --оо или --оо. Таа се пресметува со 


Шо (Ј(е)- (кх-еп)| -- Оили Ши (Ј(х) - (кх-Ет)ј с- 0. 


Ф-р--ОО 2--)у-Коо 
Поаѓајки од последната гранична вредност ПО делење со г се добива 


Ца а --Е- “ -- Оодносно Шта Хо јато 
т-уоо| ши 2--УОО ФОо: 


Бидејќи Шо че с- 0, се добива дека коефициентот Ќ се определува 
Ни ОО 


преку равенката 


к-- Ма ЈО), 
2--?ОО 


Коефициентот п во косата асимптота се определува од почетната 
гранична вредност за коса асимптора 


Шо (Ј(е)- кх-п)| --Оили Ши (Ј(х)- (кх-т)ј с 0, 


Ф-?--ОО 2-?-КОО 
од каде се добива дека 


п-- Ши |ј(е) - Ку). 


4-00 


" Косата асимптота е коса права кон која графикот на функцијата 
бесконечно се доближува за бесконечни вредности на аргументот. 

" Графикот на функцијата и косата асиптота може да немаат 
заеднички точки или пак се сечат во конечен број на точки. 

" Функција неможе да има истовремено коса и хоризонтална 
асимптота, бидејки хоризонталната права е специјален случај од 
косата права. 


Решени примери 3 на дробнорационални функции со коса асимптота. 


